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摘 要: 本 文 在 假设 满足 Lp-Carathéodory 条 件 下 ， 利 用 Leray-Schauder 连续 定理 研究 了 一 类 n 阶 三 点 
边 值 问题 解 的 存在 性 ， 并 且 给 出 了 两 个 相应 的 例子 来 说 明 本 文 的 结果 。 
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本 文 我 们 研究 下 面 n 阶 三 点 边 值 问题 解 的 存在 性 


| w(t) = ft, ut) (be uD)), ae. te (0,1), 


wu(0) = (0) =…… = wu"2)(0) =0, Qu(n) = ul(1), 


其 中 0 <n<1 am-!1 关 0, 1，f :[0,1] x R"” 一 RR 满足 L,-Carathéodory 条件 ,1 <p<%。 

近年 来 ， 大 家 对 边 值 问题 解 的 存在 性 问题 产生 了 浓厚 的 兴趣 ， 并 得 出 了 很 多 好 的 结果 3。 
在 文 [1] 中 ， 作 者 利用 Leray-Schauder 连续 定理 研究 了 一 类 三 阶 边界 值 问 题解 的 存在 性 。 在 
文 [中 中 ， 作 者 利用 Krasnoselkii-Guo 不 动 点 定理 研究 了 一 类 nn 阶 边界 值 问 题 正解 的 存在 性 。 受 
以 上 文章 的 启发 ， 本 文 利用 Leray-Schauder 连续 定理 研究 了 边 值 问 题 (1) 解 的 存在 性 。 


2 ” 引 理 及 预备 知识 


定义 2.10 如果: [0 x Rn 一 及 ,1<p < oo 满足 下 面 的 条 件 ， 我 们 就 说 了 满足 工 。- 
Carathéodory 条 件 。 

(i) 对 任意 ze R”"， 映 射 + 一 f(t,z) 是 Lebesgue 可 测 的 ; 

(让) 对 于 a.e. te& [0,1， 映射 z 一 f(t,z) 在 R"* 上 是 连续 的 ; 

(十 ) 对 任意 r > 0， 存 在 Qa € Lp[0,1]， 使 得 对 a.e. t+ € [0,1] 和 任意 |z| < "7， 有 |f(t,z)| < 
ar 人 (t)。 

定义 4CIf0, 刀 是 区 间 10 上 绝对 连续 函数 的 全 体 组 成 的 空间 。 对 于 1 < p < co， 我 们 引 
入 Sobolev 空间 Wm™?[0,1] = 也] un-D € AC[0,1]， 久 满足 (1) 的 边 值 条 件 ， 且 we) < 
Fap[0,1}。 令 和 = Cn-10,1， 范 数 定义 为 


lull = max {lulloo, lol ,hu Vl}, 
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其 中 


lulloo = sup wb 
te[0,1] 
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Z = 三 [0,1] 的 范 数 为 通常 的 | .1。 若 &e W"™?[0, 匡 且 满足 (1)， 则 称 % 为 边 值 问题 (1) 的 解 。 
引 理 2.1 网 令 忆 是 Banach 空 间 ，4 :五 一 五 是 全 连续 算 子 。 如 果 集 合 {1zr e 互 |z= 


A4z, 0< 入 < 1} 是 有 界 的 ， 则 4 在 巨 的 闭 球 荆 中 必 有 不 动 点 ， 这 里 
T={zeEllzl<R}, R=sup{llzl|lzeE,7z= MAr,0<AM<1). 
引 理 2.2D 令 


n—l 
ET 0<t<s<l 
Golt, s) = nl 
一， 0<s<t<l, 
nm1)! 
其 中 可 
工 一 S) 
ol 可 = -让 5 ns, 
rt a n—l 
| s < 


1—an™-! 


则 问题 (1) 有 唯一 的 解 
u(t) 站 Golt, s)f(s,u(s), 的 ,ut 一 D(s))ds. 
0 


3 ”主要 结果 


定理 3.1 假设 f : [0,1 x Ra 一 R 满 足 L,-Carathéodory 条件 ， 其 中 p > 1， 并 且 存 在 函 


数 a， 6 eol0H (i == 0,1,… ,mn 一 1)， 使 得 


nl 
|f (t, zo0, zi, ate | < 》 ail) Bt), Qa.e.t€ [0, 1], 
i=0 


n—l1 
》 Ailloslls < 1, 
i 二 0 
其 中 
省 ;下 {h [(1 ~— s)®-1+|1 aon-l|(1— s)"-i-1] a1 qe} 3 
a 
则 边界 值 问题 (1) 至 少 有 一 个 解 。 
证 明 定义 映射 卫 : 瑟 一 入 如 下 
汪 
os ) Golt, s)f(s,u(s),w (8), ,us))ds, te 10,1]. 
0 


由 引 理 2.2， 我 们 得 出 
的 = 人 cot sumtads 
o 


i=0,1,... ,nl. 


(2) 


(3) 
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我 们 令 

al(n; tn-i-l 
A 0<t<s<1, i=1,2, 

Gilt,s) = (n~—i—1)! 

2 2 & 

tn 一 一 1 t— n—i~l 

wi) ns ，0<s<t<1 i=12 
(nmi~1)! 


由 引 理 2.2 和 (5) 式 ， 得 到 关系 式 
ud )=f ou Gi(t, s)u(™ (s)ds, i=0,1,-: —1, tel[0,1. 
由 Hélder 不 等 式 ， 对 任意 t€ [0, 1] 可 得 


二 
leeod| < 上 |Gidt, allueo(sjlds 


1 1 
a (n) 人 二 ee 
< cite lee， 人 
由 (6) 式 得 
(人 < {n) 二 总 奖 坟 a 
lu le < pe GiCt, Malu Ns, i= 0 ,nl 
令 (1 ) 六 
一 8)7 一 
0(0) = mi s € [0,1]. 
则 易 知 lo(m; s)| < a(s)，s e [0, 了 ，0 <n<1。 由 (5) 式 得 
a 0<t<s<1, i=0,1,...,n—1, 
(n—i—1)! 
JGi(t, s)| < n—i—l n—i—l 
as) + 0O<s<t<1, i=0,]1, ,nn—1 
(n—i—1)! 
令 
R Ed . 
= 
1 a(s)t"-i-! gq | 
a [| deh t=O 
由 (7) 式 知 
1 
9 一 qd < A =0,1,.…， 一 2. 
es G(s, ) 2/ IGilt, s)rds < Ag, i g 
令 


1 a(s)t"-’-! G - 
0 01 一 2， 
+/ [| a 
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(6) 


(7) 


(8) 
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对 (8) 式 两 边 求 导数 ， 得 pi(t) > 0 (i = 0,1,… ,n 一 2)。 故 得 


max pilt) = pi(1), i = 0,1,.… ,nC—2. 


te[0,1] 
因此 得 到 4 (i = 0,1,... ,1 — 2) 的 表达 式 。 下 面 计算 4。1， 令 
se rE he ss 
va = 上 [| as+/ [ee ds, (9) 


对 (9) 式 两 边 求 导数 ， 得 pi,_1(t) > 0， 再 由 (9) 式 ， 得 


1(t) = pn_1(1), 
Re pn 1(t) = pn-1(1) 


从 而 得 到 4A-1 的 表达 式 。 因 此 
lu le < Aillu Np i=0,1,. ,nol1. (10) 
类 似 [有 中 引 理 2.7 的 证 明 ， 易 知 映射 :XX 一半 是 全 连续 算 子 。 对 于 入 e [0,1]， 考 虑 
u(t) = AF (Ew(t), w(t) ,wuE)), ae. te (0,1). 


对 于 wu EW™?[0,11， 由 (2) 式 及 (10) 式 ， 得 


n—l 


je, = MF Ce dD 00D sO)), < Ailesllolu Ns + oly. a) 
由 条 件 (3) 式 ， 得 
lu < —— lle 


工 一 和 Aillaillp 


又 因为 |Iull < max{ Aho, 41,… ,An_i}u 中 lp。 所 以 由 引 理 2.1 知 荆 有 一 个 不 动 点 ， 从 而 易 知 
边界 值 问题 (1) 在 W"?[0, 1] 中 有 一 个 解 。 故 证 毕 。 

定理 3.2 假设 f : [0,1] x Rn" 一 RR 满足 Li-Carathéodory 条件， 并 且 存 在 函数 a;，f e 
ZL1[0,1] (i = 0,1,.… ,n 一 1)， 使 得 (2) 成 立 ， 而 且 下 式 成 立 


n—l 


;3 Billaills < 1, (12) 


i=0 
其 中 
1+|1—an"-!| 
”一 一 an 一 下 
则 边界 值 问题 (1) 至 少 有 一 个 解 。 
证 明 对 于 任意 te [0, 1]， 我 们 有 


B; i=0,1,...,n—1, (13) 


1 
ud < / IGilt, s)llu(™) (s)lds 


t+ 1 一 aon" 一) 机 
EP 2 nad PR A eA ES ee EN 
(nC—i~1)ll— onm-il ， 1=0,1,.… ,no—l1, 
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因此 ut 上 < Bi GG = 01 和 一 1)。 对 于 we WP[0,1]， 由 (12)-(13) 利 用 (1D) 式 
同 理 可 得 


n—l 
lu < 2 Billoill lu + ahh. 


i=0 


所 以 类 似 定理 3.1 可 以 证 明定 理 3.2 成 立 。 


4 例子 
例 4.1 考察 下 面 四 阶 三 点 边 值 问题 


VVtsint 人 i mi 
(4) = i tcos2y 十 6° ty 一 a sin2 yy + t(1+#), i 
y(0) = y(0)=y(0)=0, 3y(#) = vy(1), 
易 知 问题 (14) 满足 定理 3.1 的 所 有 条 件 。 因 此 边界 值 问题 (14) 至 少 有 一 个 解 。 
例 4.2 考察 下 面 四 阶 三 点 边 值 问题 


(4) Wcost 
t+1 


4 
y(0)=y(0) =y(0) =0, 3y(#) = y(), 


易 知 问题 (15) 满足 定理 3.2 的 所 有 条 件 。 因 此 知 边界 值 问 题 (15) 至 少 有 一 个 解 。 


1 
£3 sin? y+ —e 3to" 一 5 cos? y+ t2(1 十 t2), 
(15) 
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Abstract: We discuss the three point boundary value problems for a class of n-order differential 
equations and obtain the existence of at least one solution by using the Leray-Schauder continuation 
principle. Two examples are given to demonstrate the main results of this paper. 
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